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e RESUMO: Uma abordagem geométrica em termos de subespacos vetoriais e projetores
lineares é utilizada para abordar a teoria das inversas generalizadas de Moore-Penrose.
Suas principais propriedades sdo obtidas por este método. Uma generalizacdo desta
interpretacdo geomeétrica é aplicada para as inversas reflexivas em geral.
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Introducéo

A teoria das inversas generalizadas de matrizes desempenha um papel fundamental em
estatistica, uma vez que nos mais variados métodos de estimacdo tém-se sistemas lineares
inconsistentes, e, para se obterem as estimativas, alguma inversa generalizada é utilizada. Tal
situacdo é de tal forma comum que os estatisticos se tornaram os grandes especialistas na teoria
dessas matrizes. De fato, apesar da natureza essencialmente simples da teoria das inversas
generalizadas, os livros de algebra linear usados nos cursos de graduacdo (BOLDRINI, 1984),
(ANTON, 2001) e pos-graduacdo (HOFFMANN, 1971) ndo fazem referéncia ao assunto. Resta
ao estudante se reportar aos livros em lingua inglesa escritos por grandes estatisticos
(GRAYBILL, 1961), (GRAYBILL, 1976), (SEARLE, 1982), (SCHOTT, 2005). Esses livros sdo
classicos e contém toda a teoria muito bem desenvolvida. Em portugués temos o0s textos
(IEMMA, 1987), (MORAIS et al, 2001). No entanto, cabe aqui uma observagdo: apesar de
escritos por estatisticos, e, portanto, preocupados essencialmente com a aplicacdo da teoria a
problemas concretos, todos eles possuem uma abordagem extremamente algébrica, isto §é,

utilizam uma matematica abstrata. E claro que muitos exemplos de obtencdo de estimadores via
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inversas generalizadas serem apresentados, a natureza algébrica da abordagem dificulta a
compreensdo das propriedades essenciais desses estimadores. Nesse sentido, uma abordagem
geométrica da teoria pode ser uma ferramenta que facilite a explicitacdo de tais propriedades.
Uma abordagem geométrica das inversas de Moore-Penrose é desenvolvida em um pequeno
capitulo do excelente livro (LIMA, 2006), onde é denominada de pseudo-inversa. Neste artigo
uma generalizacdo dessa construcdo € desenvolvida para as inversas generalizadas reflexivas e
para as inversas de quadrados minimos, em particular. Os autores ndo encontraram referencias
para tais resultados. Além disso, varias propriedades das inversas generalizadas, algumas delas
demonstradas nos livros citados, outras apenas colocadas como exercicios, sdo demonstradas

utilizando-se apenas 0s argumentos geométricos aqui desenvolvidos.

1 Inversas Generalizadas
Rao & Mitra (1971) definiram inversa generalizada de uma matriz qualquer, com
propriedades similares aquelas das inversas de matrizes ndo singulares, como:

Definicdo Seja A uma matriz de dimensdo mxn, de posto qualquer ndo nulo. Uma
inversa generalizada de A, com notacdo A , é uma matriz nxm tal que x=A"y é uma
solucdo do sistema Ax =y, para qualquer y que torne o sistema consistente.

Uma caracterizacdo algébrica € que, A~ € uma inversa generalizada de A se, e somente
se, AA"A=A. Uma classe de inversas um pouco mais restritiva € a das chamadas inversas

generalizadas reflexivas que, além da condicdo acima, exige ainda que A AA" =A . A
conveniéncia de se trabalhar com as inversas reflexivas é que, essa segunda condicdo garante que
0 posto das inversas reflexivas é 0 mesmo que o posto da matriz original (Rao e Mitra, 1971, p.
28).

Uma matriz A admite uma infinidade de inversas generalizadas reflexivas. Caso sejam
impostas mais duas restricdes algébricas, a saber, (AA*)t =AA e (A*A)t =AA,emque Al ¢
a transposta de A. Essa inversa existe, € Unica e é denominada inversa generalizada de Moore-
Penrose, com notacdo usual A". A importancia desta inversa é evidenciada pelo teorema

seguinte: dado um sistema inconsistente Ax=y e uma solugdo aproximada x, deste sistema,

define-se o erro desta solugdo como o vetor e(x,)=y—AX,. Um vetor X, e definido como
melhor solucdo aproximada, ou solugdo de norma minima, se atender duas condicdes:

i) [le(x, )< [le(xy) |, emque x, équalquer outra solugio aproximada.



i) Se [|le(x,)|f=le(x,) ["entdo ||x, <, |I*.

Teorema 1 A melhor solugdo aproximada do sistema inconsistente AXx=Yy € dada por

X, = A'y,emque A" éa inversa generalizada de Moore-Penrose da matriz A.

A demonstracdo deste teorema é razoavelmente complicada pois é necessario obter as
duas desigualdades i) e ii) a partir das quatro propriedades algébricas que definem a inversa de
Moore-Penrose.

Uma classe particular de inversas reflexivas € a das inversas generalizadas de quadrados

minimos. Uma inversa generalizada A~ de A é chamada de inversa de quadrados minimos se

(AAT) = AA™.

3 Geometria das inversas generalizadas

Serd apresentada uma construgdo geométrica da inversa de Moore-Penrose, que servira de
base para a interpretagdo geométrica das inversas generalizadas reflexivas. O que o trabalho
apresenta de novo é, principalmente, a geometria das inversas generalizadas de quadrados
minimos e das inversas reflexivas, além do apelo geométrico para projetores e estimadores de
minimos gquadrados. A notacdo usada serd a usual nos textos de graduagdo em algebra linear.

Sejam V e W espagos vetoriais de dimensdes n e m, respectivamente, e A:V —->W
uma transformacdo linear. Fixadas bases em V e W a transformacgdo linear A pode ser

representada por uma matriz e os espagos vetoriais V e W se tornam canonicamente isomorfos a

R" e R" e A:R" — R™. Portanto ndo serfo feitas distingdes entre a transformaco linear e sua

representacdo como matriz. A imagem de A é definida por:
IM(A) ={weR"; A(v) =w paraalgumveR"} .
O ndcleo, ou Kernel, de A, é definido,
Ker(A) ={veR"; A(v) =0}.

O fato fundamental relativo a estes dois subespagos vetoriais € 0 Teorema do nucleo e da

imagem que garante que dim(Im(A)) + dim(Ker(A)) =n. (Lima, 2006, pag. 68). A transposta de
A é uma transformacéo linear A':R™ — R" tal que, para xeR" e yeR™ quaisquer, tem-se
(AX,y) =<x, A‘y> . Se xeKer(A) ento, para todo yeR", (Ax,y)=(0,y) =<x, A‘y> =0 e,

consequentemente, Ker(A) é perpendicular & Im(A'). Da mesma forma segue que Ker(A') é



perpendicular a Im(A ). Portanto, temos, na Figura 1, a configuragdo geométrica essencial a

construcdo das inversas generalizadas.
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Figura 1 Representacéo grafica no nicleo e daimagemde A e Al
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Outra observagédo importante, que tem interpretacéo geométrica interessante, € que se x, e

X, sdo tais que Ax, =y e AX, =Y, entdo Ax, —Ax, =0, que implica em A(x, - x)=0, e,

portanto X, — X, € Ker(A).Isso pode ser visualizado na Figura 2.

FIGURA 2 Geometriade Ax =y e Ax,=y.
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Uma matriz quadrada tal que A” = A é chamada matriz de projecdo ou projetor. Tem-se
que um projetor A restrito & Im(A) € a identidade, ou seja, A(Ax)=A*x=AX, VxeR".
| — A também é um projetor, pois (I —A)> =1-2A+A?>=1—-A. Como

A((1 = A)X) = A(x— AX) = Ax— A’x = Ax— Ax =0 = Im(l - A) < Ker(A)

xe Ker(A)= (I —A)x=x—Ax=x-0 = xe Im(l — A), segue entdo que
Im(l = A) = Ker(A) e Im(A) = Ker(l — A).

Uma matriz de projecdo A é dita um projetor ortogonal se Av—v € perpendicular ao
subespaco Im(A).
Proposicdo 1 Uma matriz de projecdo é simétrica se e somente se € um projetor

ortogonal.

(Av,w)=(v,Aw) < (Av-v,Aw)=0
Prova: (=) Se A ésimétrica
(v—Av, Aw) =(v, Aw) —( Av, Aw) = (v, Aw) —<v, A2W>
=(v, AW)—(v, Aw) =0 Vv,we R".

(c) Se A éum projetor ortogonal, Av—v é perpendicular a Aw, isto é,
(Av-v,Aw) =0= (Av,Aw) = (v,Aw), da mesma forma Aw—w é perpendicular a Av,

isto &, (Aw-w,Av) =0= (Aw,Av) = (w,Av), portanto (Av,w) = (v,Aw). m

3.1Construcdo geométrica da inversa de Moore-Penrose.

A inversa de Moore-Penrose pode ser definida geometricamente da forma: dado y e R"

nao pertencente a imagem de A, o sistema linear AX =y ndo tem solucdo. A idéia € procurar, em

R", os vetores x tais que Ax esteja 0 mais proximo possivel de y e, dentre esses vetores,

aquele que possua a menor norma. O vetor na Im(A) mais proximo de y € a proje¢do ortogonal
de y sobre Im(A) e denotado yP. Se y pertence a Im(A), yP sera o préprio y. Portanto,
yP e Im(A) e y—yP e Ker(A"), pois é perpendicular a todos os vetores em Im(A). Uma vez
que yP e Im(A) existe um vetor xeR" tal que Ax=yP. De fato, existe uma infinidade de

vetores, todos da forma x+z, com A(x+z)=yP e z e Ker(A). Dentre esses vetores Xx+z, 0



de menor norma é x—x” em que xP é a projecdo ortogonal de x sobre o Ker(A). O vetor

x —xP & perpendicular ao Ker(A) e, portanto, x—xP e Im(At). Pode-se agora definir a inversa

de Moore-Penrose A*:R™ —» R" da forma A"y = x—xP . Apesar de ser intuitivo que A™ é uma
transformacao linear, tal fato tem que ser provado e a demonstracdo podem ser vista em Lima
(2006), pag. 204. O fato fundamental nessa construcdo é a obtencdo de um subespago do R",
neste caso Im(At) , ém que a restricdo de A é um isomorfismo, e a inversa de Moore-Penrose &,
essencialmente, a inversa dessa transformacéo restrita.

O vetor A*yeIm(A') é portanto, ortogonal ao Ker(A), e é o tnico vetor da Im(A") tal
que AA'y=yP. Note que A, restrita & Im(A'), é injetiva, uma vez que

Im(At) M Ker(A) ={0}. Toda essa construgdo esta descrita geometricamente na Figura 3.

Figura 3 Configuragédo geométrica da inversa
generalizada de Moore-Penrose.
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Proposigdo 2 A transformagdo linear A*:R™ — R", definida geometricamente, é a
inversa de Moore-Penrose.

Prova: Basta provar as quatro identidades que definem a inversa de Moore-Penrose.
i) AATA=A
Como Ax=yelIm(A) = y=yP e portanto AA*Ax = AATY = A(x-xP)

= Ax— AxP = Ax, visto que xP e Ker(A).



i) ATAAT = A"

ATAATY = ATA(ATY) = ATA(x—xP) = AT (Ax - AxP) = AT (AX) = A"y.

i) (A*A) =ATA
Em termos de transformac@es lineares, tal fato é equivalente a mostrar que, para todo

xeR" etodo zeR", <A*Ax,z>:<x, A*Az>.

(1) =8 A0 2= 2] = (.2 5 2) =202 em
2P e Ker(A) e z, € Im(A").
(0 )= {127 = x5 4,2 =202 gl
z-zP eIm(A") e xP 1 7.

iv) (AA")' = AAT

A demonstragao segue como no caso anterior. m|

Da construgdo geométrica seguem algumas propriedades fundamentais das inversas de
Moore-Penrose. A primeira delas é que o Teorema 1 decorre trivialmente da construcdo da

inversa.

Como A"AA"A=A"A segue que A"A é uma matriz de projecio e, como é simétrica,
pela proposicio 1, AA*:R™ —»R™ & projetor ortogonal sobre Im(A) e A*A:R" > R" &
projetor ortogonal sobre Im(A‘) :

Proposigdo 3  Um operador linear P:R" — R" é um projetor ortogonal se, e somente
se, P=P".

Prova: (=) Se P éum projetor, isto &, P?=P tem-se que PPP =P . Entdo as quatro
condic@es na definicdo da inversa de Moore—Penrose s&o satisfeitas, ou seja, P =P".

(=) Se P=P" entdo P'y=Py e P'yP=PyP. Como P'yP=P*'y tem-se

PyP=Py = y-yPeKer(P), mas por construgio, y—yP e Ker(Pt). Segue deste
fato que Ker(P): Ker(Pt). Da mesma forma tem-se que Im(P)=Im(P") e, portanto P é

uma matriz simétrica. PPy =PP*y=PP*yP = P(x—x®) em que x é um vetor que é levado



por P em yP . Pode-se tomar entdio X=Y de onde segue que PPy=PP"y=PP*"yP
=P(x—xP)=P(y—xP)=Py e, portanto, P> =P . Como P é simétrico, pela Proposicéo 1, ¢

um projetor ortogonal. m|
t +
Proposicio 4: (A") =(A'")

. ty . . .
Prova: A, restrita a Im(A ) é um isomorfismo sobre Im(A)_ A inversa de Moore-

1
P . . . . . + ~
Penrose é, essencialmente, a inversa desse isomorfismo. Ou seja, A ZKAM m(At)j . Entéo

Mm(At)j(NI'm(A)): o (Num(A)jt(’Nth)jt -

Portanto, (A+)t =(At)+. O

Uma aplicacdo importante da inversa de Moore-Penrose € a obtencdo das solugdes das
equacdes normais (th )ﬁ =Xy,

Proposicdo 5 A solucdo das equacées normais, dada por ,BZ(XtX )+ X'y &igual a
X"y,

Prova: Denominando X'X =B e observando que Im(B) = Im(Xt) e
Ker(B)=Ker(X), B*X'y ¢ umvetor z—zP talque Bz=X"y e z” ¢éa projecéio de z
em Ker(B) = Ker(X) paralelamente ao subespaco Im(Bt): Im(B) = Im(Xt). Portanto,
(X'X)(z-2°)=X" (X 2)-X"(X 2P)=X"(X z)=X"y. Por outro lado, X*y é um
vetor tal que X(x—xp): yPeIm(X). Logo XtX(x—xp): xtyP =x'y. como
XUX | restritaa Im(Xt), é injetiva, seque que z—zP =x—xP, isto ¢, (XtX)+ Xly=X"y.
3.2 Construgao geométrica das inversas reflexivas

A construgdo geométrica da inversa generalizada de Moore-Penrose permite, com poucas
modificagBes, uma interpretacdo geomeétrica para inversas generalizadas que possuam 0 mesmo

posto da matriz inicial, isto é, as inversas generalizadas reflexivas.

A idéia é: no lugar de se tomar o subespaco Ker(A') toma-se qualquer subespaco V

com dim(V) = dim(Ker(A")) tal que R™ =Im(A)®V (soma direta). No lugar de Im(A")



toma-se um subespaco qualquer W tal que R" = Ker(A)@W . A inversa generalizada de A,
com notagdo A, aplicada em um vetor y, é definida da forma: projeta-se y em Im(A)
paralelamente ao subespaco V , obtendo-se o vetor yP. Toma-se um vetor x tal que Ax=yP.

Projeta-se 0 vetor x em W paralelamente ao subespaco Ker(A), obtendo-se o vetor x—x",
istoé, Ay=A"yP=x-xP.

Figura 4 Configuracédo geométrica da inversa reflexiva.
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De fato, A", assim definida, € uma inversa reflexiva, pois
AAA(X) =AA(y)=A(x-xP)= Ax— AxP = Ax
AAA(y) =AA(x-xP)=A"(y")=A(y)
Portanto AA*A=A e A AA = A" e segue que A" é uma inversa generalizada

reflexiva.
Com essa interpretacdo geométrica é possivel uma nova demonstracdo para o préximo

teorema.
Teorema 3 (Graybill, 1976, pag. 31). Seja A uma matriz qualquer, entio AB = AA"
se, e somente se, B étalque ABA=Ae AB ésimétrica.

Prova: Se AB = AA" entdo ABA=AA'A=A e AB ésimétrica pois AA"é simétrica.



ABA= A= ABAB = AB Se ABA= A entdo ABAB = AB ¢, como AB ¢é simétrica, segue
que AB éum projetor ortogonal sobre Im(A). Como AA™é um projetor ortogonal sobre Im(A)

as duas matrizes sdo iguais. m|

Também é possivel uma construcdo geométrica da inversa de quadrados minimos. A
construgdo é semelhante & anterior s6 que agora se toma em R" um subespaco W tal que
dim(W) = dim(Ker(A)) e R" = Im(A)@®W . A inversa generalizada de quadrados minimos
A" aplicada em um vetor Yy é definida da forma: Projeta-se y em Im(A) paralelamente ao
subespaco Ker(A'), obtendo-se o vetor yP. Toma-se um vetor x tal que Ax= yP. Projeta-se 0
vetor x em W paralelo ao subespaco Ker(A) obtendo-se o vetor x—xP. A™ assim definida é
uma inversa de quadrados minimos. De fato, por construcéo, AA‘(y)=yIO é a projecdo
ortogonal de y em Im(A) relativa ao subespaco Ker(A'). Como projetores ortogonais séo
simétricos, tem-se que AA™ é uma matriz simétrica.

Proposicio 6 Se A™ é uma inversa de quadrados minimos de A, entdo A'AA™ = A",

Prova: Paratodoy, A'AA (y)=A'(yP)=Al(y). i

Um algoritmo simples para obtencéo de inversas generalizadas reflexivas é apresentado
por Searle (1971): Dada uma matriz A, mxn , de posto r, faz-se:

i) Tome r linhas e r colunas da matriz A, de forma que a submatriz M, rxr , assim

obtida, tenha posto r.

t
i) Obtenha (M ’1) , @ transposta da inversa de M.

t
iii) Substitua em A os elementos de M pelos seus correspondentes em (M ’1) :
iv) Faca todos os outros elementos de A iguais a zero.
V) Transponha a matriz obtida

O processo acima resulta em uma inversa generalizada reflexiva de A.
A demonstracdo de que esse processo realmente resulta na inversa utiliza matrizes de
permutacdo e, portanto, é bastante algébrica. A constru¢do geométrica das inversas reflexivas

permite uma nova demonstracgéo:

A . A= . n
Prova: Sejam ¢€,¢e,,...,€, e I,l,,..., 1, as bases candnicas de, respectivamente, R

e R™. Escolher r linhas da matriz A é equivalente a escolher r vetores, Iil,l- , ..., . , da base

iy i

10



l,,1,,.... 1, e escolher r colunas é tomar e; ,e V€ da base e,€,,...,&,. Ficam assim

jl’ jz,...

determinados dois subespagos de dimensdo r, V R" e HcR™, gerados por esses vetores.

O subespago Im(A) € gerado pelas r colunas escolhidas. A submatriz M determinada por essas

escolhas define um isomorfismo linear M :V — H com inversa M :H —V . A matriz A
aplicada em um vetor, determina uma combinacgéo linear das r colunas escolhidas. Esta mesma
combinacgdo linear, com as mesmas r colunas, e com somente os elementos das r linhas
escolhidas, determina um elemento no subespaco H. Dessa forma, fica definido um isomorfismo

entre Im(A) e H. Tem-se, entdo, a construcdo da inversa generalizada reflexiva da forma:
Escolhe-se um subespaco W, complementar & Im(A). Dado yeR™ projeta-se y em Im(A)
paralelamente a W, obtendo-se o vetor. Com o isomorfismo entre Im(A) e H, projeta-se y” em

H e, através de M 1:H >V obtém um vetor x em V. Tem-se que Ax= yp e, portanto, a

inversa generalizada estd bem definida. Um exemplo elementar pode esclarecer a construgao

acima: Sejam
101
10
A=|1 1 2| e =
11
2 1 3
A imagem de A sdo os vetores da forma
1 0 1|« a+y 1 0 1 1 0
1 1 2||B|=|a+p+2y |=a|l|+p|1|+y]|2 =(a+7) 1 +(ﬁ+7) 1
2 1 3|y 2a+ [ +3y 2 1 3 2 1
Y1
Dado Yy =|Y, |, uma projecéo possivel em Im(A), que € equivalente a uma escolha do
Y3
Yi+Ys
subespaco W, é yIO =| y;+VY,+2Yy; |. Projetando-se agora y P sobre o subespaco V, gerado
2y, +Y, +3Y;

11



1 Y, +Ys 10
pelos vetores |1| e |1|, obtém - se |y, +Yy,+2y;|. M™ :{ } aplicado em
0 0 o
Vit Vs Y+ Vs s
{ } resulta em { } . Amatriz A, aplicadaem |y, + VY, | resultaem y P o
Y1+ Yo +2Y, Yo +Y3

0
4 Conclusoes
1) A abordagem geométrica na teoria das inversas generalizadas é didatica e
conceitualmente interessante. As propriedades passam a ter um significado intuitivo.
Algumas dessas propriedades podem ser facilmente demonstradas.
2) A generalizacdo da abordagem geométrica da inversa de Moore-Penrose as
demais inversas generalizadas (inversas reflexivas quadrados, podendo ser estendida a

inversa generalizada de minimos quadrados) é simples e ndo acrescenta nenhuma dificuldade

a teoria.
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