RECRESSAO LOCGITO-NORMAL

Brian Alvarez Ribeiro De Melo
Carlos Alberto Ribeiro Diniz

Departamento de Estatistica - Universidade Federal de Sao Carlos

Resumo

Neste trabalho propomos o modelo de regressao logito-normal, uma alterna-
tiva ao modelo de regressao beta, com a varidvel resposta também restrita ao
intervalo (0, 1) e seguindo distribuigao logito-normal. A média e a variancia
da distribuicao logito-normal nao possuem formas fechadas e, por esta razao,
tais parametros sao determinados através de fungoes dos pardametros da dis-
tribuicdo Normal p e 0. Estimacio por maxima verossimilhanca é utilizada
para estimar os coeficientes da regressao.

1 Introducao

Modelos de regressao linear sao usados para relacionar uma variavel a
um conjunto de covariaveis. No entanto, estes modelos nao sao apropriados
para situagoes nas quais a variavel resposta esta dentro do intervalo unitario,
[0,1]. Nestes casos, uma alternativa é transformar a varidvel resposta para
que a mesma assuma valores neste intervalo. Esta alternativa apresenta al-
gumas desvantagens como, por exemplo, o fato de que os parametros nao
sao facilmente interpretados. Um modelo de regressao considerado nestes
casos ¢ o modelo de regressao beta. O objetivo deste trabalho é apresen-
tar um modelo de regressao alternativo ao modelo de regressao beta, no
qual a varidvel resposta assume valores dentro do intervalo [0, 1], e segue
distribuigao logito-normal.

Uma caracterizagao analitica da familia de distribuigoes logito-normal
apareceu pela primeira vez no artigo de Johnson (1949). As caracteristicas
dessa familia de distribuicoes ainda sao desconhecidas por muitos prati-
cantes da estatistica, embora venha sendo usada em modelagem bayesiana
hierarquica ja ha algum tempo.



Enquanto a transformacao logito é muito usada para varidveis no in-
tervalo unitario a distribuicao logito-normal sempre escapou de exposicao
direta, o que é de certa forma surpreendente, considerando a difusao atual
da anélise de regressao logistica. Johnson (Johnson, 1949) destaca que en-
quanto os momentos dessa familia de distribuigoes tem forma muito compli-
cada, o seu calculo numérico é bem simples.

Uma variavel aleatéria Y segue distribuigao logito normal, dentro do
intervalo [0, 1], se a transformacao logito, log[Y/(1 —Y')], segue distribuicao
Normal(y, 0?). Se Y ~ LogitoNormal(ju,c?) entdo sua funcio densidade é
dada por:

3 1 1 (logy — 1)
f(y)—mexp 3 <U> . (1)

A funcao de densidade em (1) é simétrica apenas quando p = 0, e nesse
caso E[Y] = 1/2. Os valores extremos para a variancia de uma distribuigao
logito-normal, com média M, sdo 0 e M (1 — M), portanto o limite superior
da variancia coincide com a distribuicao Bernoulli.
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Figura 1: Densidades da logito normal para diferentes valores de y e o2

A distribuigao logito-normal é muito versatil, e a sua fungdo de densidade
pode adquirir diferentes formas de acordo com os valores dos parametros,



p e o . Conforme variamos os valores de o2, a distribuicdo logito-normal
pode ser unimodal ou bimodal, sendo que nos casos em que o2 é grande, a
distribuigao é bimodal. A média desta distribui¢ao é maior que 0,5 quando
w for maior que 0 e menor que 0,5 sempre que p for negativo.

Embora nao exista forma analitica para os momentos da distribuigao
logito-normal, sabemos que a esperanca e a variancia sao funcoes dos parametros
desta distribuigao. Definimos entao E[Y] = H(%,0) e Var(Y) = V(£,0),
onde H e V sdo fungoes definidas no intervalo [0, 1].

A Figura 1 apresenta as formas de algumas densidades logito-normal
para diferentes valores de u e 02. Observe que a distribuicdo que possui o
maior valor de o, e também possui a maior variancia, é bimodal, e quando
= 0 o gréafico é simétrico em torno de 0,5. A Figura 2 mostra a forma da
funcao H, uma aproximacao da média da logito-normal,em funcao de £ e o.
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Figura 2: Esperanca de Y em funcdo de £ e o2

2 Modelo de Regressao
Suponha que Y7, Y5, ..., Y, sejam n varidveis aleatérias independentes, e

Y; ~ LogitoNormal(u;,0?), i = 1,2,...,n. Entdo a funcio de verossimi-
lhanca ¢é dada por
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Na construgao do modelo de regressao logito-normal os parametros u
e 02 devem ser escritos como funcées da média e da varidncia da distri-
buicao logito-normal. No entanto, nesta distribuicao, os momentos nao tém
forma fechada, isto é, nao existe uma solucao analitica para as integrais que
representam a esperancga e a variancia desta distribuicao. Por outro lado,
a média e a variancia da distribuicao logito-normal sao fungoes de g eo.
Para facilitar a notacao utilizaremos uma reparametrizacao na qual consi-
deraremos 01 = g e O = 0. As funcdes H e V sao determinadas através de
procedimentos de simulacao, e sao dadas por

E(Y;) = H(Y , 0;) =, = (0,20689 + 0, 1241661 + 0,067502;)3,  (2)

0

V) = V(% 0;) = ¢ = (0,55292 — 0,1033301; + 0,0018902,)%.  (3)
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Reescrevendo os pardmetros 61; e 02; como funcoes da média v, e da
variancia ¢, considerando ¢ fixo para todo i = 1, 2,..n temos

O1i = 9,461 + 0,2573 + 6,19 (4)

B = 19,2341 — 15,9675 — 14 (5)
Substituindo as equagoes em (4) e (5) na funcao de verossimilhanga en-

contramos a seguite expressao

n
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com v = (1,72, - Vn) € ¢ constante.
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Assumindo que a média ~y; pode ser escrita como g(v;) = > 7_; i;3;, 0s
parametros desconhecidos /31, B9, ..., B}, s@0 os coeficientes de regressao e g é
uma funcao de ligacdo mondtona e diferenciavel.
Considerando g a funcao de ligacao logito, a média ~,; pode ser escrita
como
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onde z;; representa o valor da j-ésima covaridvel para a i-ésima ob-
servacao.

Os estimadores dos parametros de regressao sao encontrados maximi-
zando o valor da funcdo de maxima verossimilhanca, através de um processo
de otimizacao.
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