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Resumo: A proposta deste trabalho é explorar e comparar diversos métodos de intervalos de confianca
usados na estimacgdo da dose efetiva ou DLp - dose letal p - A dose letal p € uma informagao indispensdvel
aos pesquisadores que realizam experimentos de Dose Resposta, experimentos esses em que o interesse
é modelar a relagdo entre uma varidvel resposta, medida em nimero de mortes (ou ocorréncias de um
evento), em fungao de diferentes doses (ou tempos) associadas a um medicamento, processo quimico, pro-
cesso mecanico, etc. No entanto, a dose letal p diz respeito a dose utilizada para a obtencdo de uma taza
de mortalidade de 100p% dos individuos submetidos a mesma. Dados dessa natureza sdo usualmente mod-
elados através da distribuicao binomial associada a modelos de regressao, que sao casos particulares dos
Modelos Lineares Generalizados — MLG — de Nelder e Wedderburn (1972). Na literatura, tais modelos
sao conhecidos, em particular, como modelos de Dose Resposta. De forma geral, a estimacdo da DL50 nao
€ muito compleza, diferentemente das inferéncias associadas, onde existe a necessidade da informacdo da
variancia da estimativa da DL50 que, por ser uma funcdo de razao de Normais dependentes, requer o uso
de métodos aproximados para a sua estimag¢ao. Utilizando-se conjuntos de dados reais e dados de experi-
mentos simulados, serdo explorados os aspectos na estimacao da Var(DL50), considerando-se os métodos
de Fieller e Bootstrap, bem como 0s métodos convéncionais assintéticos, Delta de 1% e 2% ordem. E através
de um estudo comparativo, com respeito a taxa de cobertura real, a amplitude média e entre outros aspectos,
conclui-se em que situacoes os resultados obtidos entre os intervalos de confianca sdo mais concisos.

Palavras-chave: Modelos Lineares Generalizados, Experimentos de Dose/Resposta, Intrervalos de con-
fianca.

1 Introducao

Os modelos lineares generalizados é uma extensao dos modelos lineares cléssicos, proposta por Nelder
& Wedderburn (1972). Pois se assume que a varidvel resposta possa ter qualquer distribuigao da familia
exponécial da forma candnica com a introducao de um parametro de pertubacao, nao se restringindo ao
erro seguindo uma distribui¢ao normal, no caso do modelo cléssico de regressao. Essa técnica, geralmente,
é utilizada na modelagem de experimentos de Dose/Resposta, na qual se deseja extrair uma informagcao til
conhecida como Dose letal. A estimativa dessa informacao é dada através de intevalo de confianca, pois se
tem uma confianga associada ao valor estimado, com uma certa margem de erro. Contudo, exploramos os
diferentes métodos de intervalos para a Dose letal, afim de concluir em que situagoes os resultados obtidos
entre os intervalos de confianga s@o mais concisos.

2 Metodologia
2.1 Definicao de MLG

Sejam Y7, Ys,...,Y,, varidveis aleatdrias independentes com média 1, po,..., t, de uma distribuicao
da familia exponéncial na forma canénica (t(z)=x e n(#) = 0, pardmetro canénico) com a introducao



de um parametro de pertubacao a(¢) > 0, ou seja:

f Wi, 05, 0) = exp{a(é) [y — b(6:)] + c(yi, 9)}, (1)

em que b(.) e ¢(.) fungdes conhecidas. Tém-se também que E(Y;) = b (6;) = ps, Var(Y;) = a(@)b” (6;) =
a(p)V;, com V = 9u/00 denominado de fungdo de varidncia dependendo unicamente de p. Esse conjunto
de va’s é definido como componete aleatdrio que corresponderam a varidvel resposta.

Seja a componente sistematica:

n =Xg. (2)

Tem-se quen = (71,...,m,)" éo preditor linear, X representa a matrizdomodeloe 3 = (B1,...,53,)",
p < n, o vetor de parametros desconhecidos a serem estimados.

Entao os MLG’s sdo definidos por (1) e pela componente sistemdtica sendo relacionados por uma
fungdo de ligacao, ou seja, essa funcao relaciona a média ao preditor linear, n; = g(u;), sendo g(.)
uma funcao mondtona e diferencidvel. Note que na definicao nao existe um erro aleatério e adicionado
a componente sistematica do modelo, como no caso de modelos de regressao simples, na definigao ja é
assumido que a varidvel resposta segue uma distribuicao da familia exponencial.

2.2 Intervalo de confianca baseado no método Delta para d, (1* ordem)

Esse intervalo de confianga é também conhecido como intervalo assintético, pois utiliza a suposigao
de n; suficientemente grande para satisfazer os resultados assintéticos das estimativas. Contudo, a um
nivel (1 — a)% de confianga, esse intervalo é dado por:

ICA1(dp)1—a = [(2;: + Z(1—a/2)\/ VaI‘Al(Ep)]; (3)

~

sendo z(1_q/2) 0 quantil de ordem 1—c/2 da distribuicdo Normal padrao e Var 41(d,) a variancia assintética

de 1* ordem da dAp. Note que a dAp é funcao de B pela expressao (22), e sua variancia assintética pode ser
obtida através da relagdo dada na equagao (24), resultado da aproximacao de primeira ordem por série de
Taylor de d,, , em torno de 3:

~ ~

dy=d(B)=d(B)+d (B)(B-B)+0(n7?) = dB)—dpB)~d(B) (B-7), (4)
em que d' (8) = 82(56) = [;—}; ﬂ%{ﬁo - lnﬁ}r.

~

Assim, tem-se que a Var1(dp) é:

Var a1 (d) E{(d(B) - d(8))*}
L EB{dB)B-B)dB)B-8)]"}

A 1 @), (5)
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2.3 Intervalo de confianca baseado no método Delta (2* ordem)

Na segao 2.1, obteve-se um estimador da variancia de dAp utilizando o método Delta, expandindo o
estimador de d,, até a primeira ordem por série de Taylor, em torno de 3. A seguir, tem-se uma aproximacao
melhorada do estimador dessa variancia, considerando também a segunda ordem da série. Assim, o intervalo
de confianga resultante ¢ mais acurado que o de primeira ordem. Dessa forma, tem-se que a expangao por
série de Taylor de d,, em torno de 3 é dada por:
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sendo Hg a matriz de derivadas de segunda ordem de d, = , isto é,
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Por conseguinte, tem-se que a varidncia assintética de segunda ordem de d,, denotada aqui por
Vara2(d),), é dada por:

Varas(d) = Varld(8) +d (8)7 (B~ 8)+ 3(B - B) Hs(B - B))
= Var{d (8)" (B - B)} + ; Var((B — B) Ha(B — B)} +
Cov{d (8)" (B~ B).(B~B) Hs(B ~ B)}
- d’(ﬁ)Tlgld'(ﬁ) + %tr(?—[glﬁ’l)z,

em que tr(.) é o traco da matrix. Dessa forma, o intervalo de confianga de confianga baseado no método
Delta de 2* ordem é:

1C a1 = [y & 1m0y (8) T3 14(8) 4 Suxs 1] (©)

Note que ao expandir até a segunda ordem a variancia de d,, essa ficou acrescida de um termo positivo
%tr(?—llg[gl)z em relacdo a primeira ordem. Esse fato mostra que a variancia estd sendo subestimada ao
utilizar o método Delta de 1* ordem, ocasionando um intervalo mais reduzido, ou seja, a confianca é menor
que a se espera, de 1 — a%.

2.4 Intervalo de confianca baseado no teorema de Fieller

Pode-se obter um intervalo de confianca alternativo para essa razao de normais, através do teorema
de Fieller, proposto por Fieller (1940). Sendo /3’0 e Bl estimadores ndo viciados de By e 51 seguindo uma
distribui¢ao normal, esse teorema parte do principio de expressar uma combinagao linear dessas normais,
P = Bo — pﬂl, em que p = £%. Dessa forma, a fungao ¥ tem distribuigao normal, com média 0 e variancia

V = oo + p?v11 — 2,01101, em que vgp, V11 € Vo1 SA0 as variancias de ﬂo, ﬁl e a covariancia entre ambos,
respectivamente. Assim, tem-se que:

50 - P51 -
v N

Contudo, os limites do intervalo de confianca baseado no teorema de Fieller para p, a (1 — a)% de
confianga, sao os valores das raizes da seguinte equagao quadratica de p,

(0,1). (7)

(Bo — pBr)* = 22 jo{v00 + p*v11 — 2pvor },

ou seja, sao os limites de p que satisfazem o intervalo a (1 — @)% de confianga de (7) para a média.



Usando esse resultado para obter o intervalo para dsg, basta fazer p = —dsg e as raizes da nova equagao
representaram os limites do intevalo de confianca de Fieller para dso ao nivel (1 — «)% de confianga,
representado por ICk(dso) (1—q)%:

—

2

ICp(dso) oy = |7+ (2= (P + @) + 612“7/2){605 + 24001 + p*ori — g (7o - UB&)}Q] . (8)

I—g U1 (1—g v11
sendo g = 22/2011/3% ep= f%. Note que se g é proximo de 1 o intervalo tende para o infinio.
. 1
Observe que de modo geral, pode-se escrever p = (0—56-7530)7 sendo ¢ uma constante, dai obter uma genera-
lizagdo do intervalo de confianca de Fieller para uma dose d, e uma funcéo de ligacao qualquer, pois:
n—bo

n=po+pd=——=d,
fe3}

assim, 7 em um ponto p (probabilidade de sucesso) qualquer serd uma constante e fard o papel de c.

2.5 Intervalo de confianga Bootstrap

O intervalo de confianca Bootstrap, Efron at al. (1993), possui vantagens por ndo utilizar resultados
assintéticos para a distribuicao dos estimadores 8’s, como € suposto valido para as construgoes dos intervalos
de Fieller e Delta. Esse tipo de intervalo é apropriado quando se tem uma amostra “pequena”, ou quando
for critica a suposigoes de normalidade. O método de Bootstrap consiste, a partir das estimativas BB e 73’;,
em gerar novas varidveis respostas y;, como se fosse realizado um novo experimento, usando o fato que
yi ~ B(ni,p;), em que p; dependerd da funcao de ligagao a ser adotada, como por exemplo, no caso da
complemento log-log, p; = {1 — exp[— exp(ﬁg + Edz)]}, no caso da probito, p; = @(BB + Edz) Para cada
“novo” experimento gerado B; = (yj1, Y2, - -,Y;jd), com j variando até 1000, por exemplo, recalcula-se as
estimativas BE*, ZB’:* e dAp*, que sao denominadas de estimativas Booststrap. Dessa forma o intervalo de
confianca percentilico Bootstrap para a dose d,, ao nivel (1 — )% de confianga é dado pelo quantil amostral

de ordem a/2 e 1 — /2 das estimativas Bootstrap c@,*. Pode-se obter também o erro padrao de apr7 ou seja,

basta calular o desvio padrao das estimativas Bootstrap de dAp*.

3 Resultados e Conclusoes

Os dados utilizados no estudo entao disponiveis em Bliss (1935), referem-se & mortalidade de escaravel-
hos apds 5 h de exposicao a diferentes doses de disulfeto de carbono gasoso (CSz). Experimentos desse tipo
sao denominados de ensaios do tipo de dose-resposta, ou seja, experimentos no qual se tem o interesse
de modelar a proporcao de individuos ou elementos que passaram a assumir ou nao alguma caracteristica
(varidvel resposta, por exemplo morte) em funcao de diferentes niveis de dose ou tempo. Geralmente, esses
dados de proporgoes sao modelados através de uma distribui¢ao Binomial, isto é, Y; ~ B(n;,p;), em que p;
é a probabilidade de sucesso (assumir alguma caracteristica) nos individuos ou elementos avaliados na dose
ou no tempo 7. Esses modelos sao teis pois se pode extrair uma informacao conhecida na literatura de
Dose efetiva ou letal ou tempo efetivo, denotada respectivamente por DLsg e T Lsg, correspondendo a dose
ou tempo associado a uma probabilidade 0,5 de sucesso (assumir alguma caracteristica) nos individuos.
De modo geral, tem-se que DL, (ouTL,) é a dose ou tempo que causa mudanca de estado em 100p% dos
individuos.

Contudo, fazendo uso dos MLG’s para esse experimento, pode-se definir as trés componentes da seguinte
foma:

e Componente aleatéria: O ntumero de escaravelhos mortos Y segue uma distribuicdo Binomial,
Y; ~ Bin(n;,p;), em que n; é o numero de insetos designados a dose ¢ (d;) e p; é a probabilidade de



Tabela 1: Intervalos de 0,95 de Confianga com as amplitudes para a dsg e dgg, sob as ligagoes logistica,
probito e complemento log-log.

Método Funcao de Ligacao Amplitude (107)
Logist Probito C. Log-Log Logist  Probito  C. Log-Log
1Ca(ds50)0,95 [1,7642 ; 1,7793] [1,7634 ; 1,7783] [1,7709 ; 1,7866] | 1,5124 1,4909 1,5706
ICa2(dso)oes  [1,7642 5 1,7793]  [1,7634 ; 1,7783] [1,7709 ; 1,7866] | 1,5126  1,4911 1,5726
ICr(dso)oes  [1,7639 ; 1,7792]  [1,7631 ; 1,7782] [1,7702 ; 1,7862] | 1,5342  1,5080 1,5950
1CB(ds0)0,95 [1,7640 ; 1,7795] [1,7632 ; 1,7783] [1,7708 ; 1,7868] | 1,5476 1,5117 1,5978
ICa(doo)oos  [1,8237 51,8480 [1,8247 ; 1,8469] [1,8244 ; 1,8420] | 2,4275  2,2135 1,7623
ICaz(doo)oos  [1,8236 ; 1,8480]  [1,8247 ; 1,8469] [1,8244 ; 1,8421] | 2,4383  2,2206 1,7665
ICr(deo)oos  [1,8250 ; 1,8499] [1,8258 ; 1,8483] [1,8251 ; 1,8431] | 2,4834  2,2520 1,7937
ICB(doo)oos  [1,8230 ; 1,8485]  [1,8249 ; 1,8469] [1,8236 ; 1,8421] | 2,5528  2,1989 1,8444

um inseto morrer sob o efeito da dose i. Tem-se que Y; é da forma dada na expressao (1) com média
E(Y;) = pi = nip;.

e Componente sistematica: Considera-se o modelo em que se tem uma constante e um parametro
para o tal efeito.

e Funcao de ligagao: Adotando-se as ligagoes canoénica, probito e complemento log-log

A Tabela 1 apresenta uma comparagao entre os intervalos de confianca, ao nivel de 0,95, utilizando os
métodos Delta de 1* e 2% ordem, Fieller e Bootstrap.

Observa-se que considerando apenas a ligagao Logist, o intervalo com maior amplitude se deu utilizando
o método de Bootstrap, para ambas as doses, e o de menor amplitude ficou com o método Delta de 1?
ordem; como era de se esperar, visto na secao 4 que esse método subestima a variancia. Para a ligacao
Probito, o de menor amplitude permanece sob o método Delta de 1* ordem, mas o de maior amplitude
passou a ser sob o método de Fieller, isto para a dgg, para a dsg o de maior amplitude se d4 pelo método
de Bootstrap. Vé-se claramente que, em geral, a ligacao Complemento log-log ajuda a reproduzir intervalos
mais reduzidos, ou seja, para doses extremas os intervalos nao se tornam amplos, em relagao a dsg, como
se observa nas outras ligacoes. Dentre todas as trés ligagoes, o intervalo com menor amplitude se deu com
a ligacao Probito no método Delta de 1* ordem, e o de maior amplitude ficou com a ligacao canénica no
método de Bootstrap.

3.1 Simulacao

Os experimentos simulados apresentam a configuracao dada a seguir, os resultados estam dispostos na
Tabela 2:

e Modelo Binomial, Y; ~ B(n;,p;), em que n, =60Vi=1,...,8 e p; = ®(Bo + f1d;).

e Consideraram-se quatro casos para os niveis de doses e repetigoes das doses: Cendrio a Com 5 doses
igualmente espagadas entre 1,571 e 2,437, cada uma com 1 repetigao.
Cenario b Com 8 doses igualmente espagadas entre 1,571 e 2,437, cada uma com 1 repetigao.

Cendrio A Com 5 doses igualmente espacadas entre 1,571 e 2,437, cada uma com 3 repeticoes.

Cenario B Com 8 doses igualmente espacgadas entre 1,571 e 2,437, cada uma com 3 repetigoes.
e Os valores dos parametros adotados foram Sy = —60 e 81 = 30.

e Foram gerados 1000 intervalos na simulacao.



Tabela 2: Média, desvio padrao, mediana e cobertura da Amplitude intervalar da D Lsq para o método de
Fieller, Delta e Bootstrap, a 0,95 de confianga.

Cenario \ Método \ Media \ Desv. Padrao \ Mediana | Cobertura
a Fieller 0.0147 0.0008 0.0147 0.9538
5 doses Delta 0.0143 0.0008 0.0143 0.9408
1 rep. Bootstrap | 0.0142 0.0011 0.0142 0.9440
b Fieller 0.0110 0.0005 0.0110 0.9483
8 doses Delta 0.0109 0.0005 0.0109 0.9443
1 rep. Bootstrap | 0.0109 0.0007 0.0108 0.9660
A Fieller 0.0084 0.0003 0.0084 0.9493
5 doses Delta 0.0083 0.0003 0.0083 0.9483
3 rep. Bootstrap | 0.0083 0.0005 0.0083 0.9520
B Fieller 0.0063 0.0002 0.0063 0.9486
8 doses Delta 0.0063 0.0002 0.0063 0.9488
3 rep. Bootstrap | 0.0063 0.0003 0.0063 0.9540

No exemplo de aplicagao notou-se que o método Delta reproduziu intervalos de menor amplitude, como
mostra também na simulagao. No entento, isso nao significa que seja melhor, pois sua taxa de cobertura da
D L5 real é menor que a esperada (95%). Ao notar o cenédrio B, o método Delta se assemelha ao de Fieller,
pois teve um aumento da amostra. Em todos os casos considerados, apenas para o método de Fieller e
Delta, a real taxa de cobertura se aproxima mais com a esperada quando se utilisa o método de Fieller,
isto é, o intervalo é mais acurado. Nos cendrios b, A e B, o método de Bootstrap foi melhor, pois sua taxa
de cobertura foi maior que a esperada, além de ter uma amplitude média um pouco menor. No cenério
a, é provavel que as estimativas iniciais dos parametros nao terem sidos boas, pelo fato de se ter amostra
pequena. Devido a isso, essas estimativas prejudicaram os “novos” experimentos. Isso pode ter ocorrido
pelo método Bootstrap que foi usado, o percentilico. Com esses resultados iniciais, propomos utilizar outro
método Bootstrap para intervalo de confiancga, e submeter a simulagao aos mais diversos cenarios.
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